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Abstract 
 

In einem Servolenksystem, das 
im Gegensatz zu üblichen Servolenkun-
gen nach dem Winkelüberlagerungsprin-
zip arbeitet, können sich bei losgelasse-
nem Lenkrad Grenzzyklen einstellen. 
Eine wichtige Ursache hierfür ist die Be-
grenzung des Antriebsmoments des 
Stellmotors. Nach einer Beschreibung 
und Modellierung des Lenksystems wer-
den die Grenzzyklen untersucht und ihre 
Periodendauer mit Hilfe einer modalen 
Betrachtung berechnet. Daraus ergeben 
sich qualitative Aussagen über die Ein-
flüsse der Systemparameter auf die Exis-
tenz der Grenzzyklen. Eine Maßnahme 
zur Vermeidung der Grenzzyklen wird 
vorgeschlagen, ihre Wirksamkeit durch 
Simulation nachgewiesen und ihre Wir-
kungsweise mit Hilfe der Methode der 
harmonischen Balance analysiert. Das 
Ergebnis der Analyse führt zu einer Wei-
terentwicklung der Maßnahme.  
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Grenzzyklen in einem Servolenksystem 

1 Einleitung 

In [1] ist ein Servolenksystem für Kraftfahrzeuge beschrieben, das im Gegen-

satz zu den üblichen Servolenkungen mit einer Winkelüberlagerung arbeitet. 

Bild 1 zeigt den Aufbau des Lenksystems. Um das Lenkradmoment zu reduzie-

ren, wird eine sehr große Lenkübersetzung zwischen dem Lenkrad und den 

Rädern verwendet, d.h. die Lenkung sehr indirekt gemacht. Der dadurch ent-

stehende große Lenkradwinkelbedarf wird verringert, indem dem Lenkradwinkel 

mit Hilfe eines Überlage-

rungsgetriebes ein Zusatz-

winkel überlagert wird. Den 

Zusatzwinkel erzeugt ein ge-

eignet angesteuerter elektri-

scher Stellmotor. Das Überla-

gerungsgetriebe addiert den 

Zusatzwinkel zum Lenkrad-

winkel, so dass der Motor mit 

dem Fahrer mitlenkt. 

Die von BMW und ZF Lenksysteme eingeführte Aktivlenkung [2], [3] verwendet 

ebenfalls das Winkelüberlagerungsprinzip. Das Ziel der Aktivlenkung ist aller-

dings nicht die Verringerung des Lenkradmoments, da hierfür zusätzlich eine 

hydraulische Servolenkung verwendet wird, sondern u.a. eine Variation der 

Lenkübersetzung: Bei niedriger Fahrzeuggeschwindigkeit wird der Lenkradwin-

kelbedarf durch Mitlenken des Stellmotors verringert, bei hoher Geschwindigkeit 

durch Gegenlenken erhöht. Diese Funktion entspricht damit im unteren Ge-

schwindigkeitsbereich der oben beschriebenen Servolenkfunktion. 

Damit der Stellmotor den Lenkwinkel der Räder gezielt beeinflussen kann, 

muss der Fahrer das an den Rädern auftretende Rückstellmoment am Lenkrad 

abstützen. Im normalen Betrieb hält der Fahrer das Lenkrad fest, d.h. er bringt 

am Lenkrad ein Drehmoment auf, um den gewünschten Lenkradwinkel einzu-

stellen. Lässt der Fahrer aber das Lenkrad los, wird dem Radrückstellmoment 

nicht entgegengewirkt. Der Stellmotor kann dann den Radlenkwinkel kaum 

noch verändern, er verstellt überwiegend das Lenkrad. Das Loslassen des 

Lenkrads stellt aus regelungstechnischer Sicht eine Strukturänderung des 

Lenksystems dar. 

Bei losgelassenem Lenkrad kann das Lenksystem eine ausgeprägte Schwing-

neigung besitzen. Eine wesentliche Ursache dafür ist eine Stellgrößenbegren-

Lenkge-
triebe 

Überlagerungs-
getriebe 

 

 

 

 

 
 
 
 
Bild 1: Schematische Darstellung des Lenk-
systems 
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zung, d.h. die Tatsache, dass der Stellmotor nur begrenzte Drehmomente er-

zeugen kann. Bei der Schwingung handelt es sich um einen nichtlinearen Ef-

fekt, einen sog. Grenzzyklus. Dies zeigt sich auch daran, dass die Schwingung 

nur bei einer ausreichend großen Anregung auftritt. 

Das Auftreten von Grenzzyklen in Folge von Stellgrößenbegrenzungen ist in der 

Regelungstechnik bekannt. Solche Grenzzyklen treten vor allem auf, wenn 

Regler mit dynamischen Anteilen, wie z.B. I-Anteilen, verwendet werden. Die 

vorgeschlagenen Maßnahmen zur Vermeidung der Grenzzyklen beziehen sich 

daher überwiegend auf dynamische Regler, vgl. [4]-[8]. Für die Regelung des 

Zusatzwinkels des Lenksystems werden jedoch statische Rückführungen ver-

wendet. Außerdem muss die Regelung so entworfen werden, dass sich im 

Normalbetrieb bei festgehaltenem Lenkrad ein gutes Regelverhalten ergibt; die 

Vermeidung von Grenzzyklen bei losgelassenem Lenkrad kann beim Regler-

entwurf kaum berücksichtigt werden. Die in o.g. Literatur vorgeschlagenen 

Maßnahmen zur Vermeidung von Grenzzyklen sind damit nicht anwendbar. 

Deshalb wird in [9] eine spezielle regelungstechnische Maßnahme zur Vermei-

dung von Grenzzyklen im vorliegenden Fall angegeben.  

Die Wirkungsweise dieser Maßnahme wurde noch nicht eingehend untersucht. 

Diese Untersuchung ist Gegenstand des vorliegenden Berichts. Das hierbei 

gewonnene Verständnis führt zu weiteren Verbesserungsmöglichkeiten, die 

ebenfalls vorgestellt werden. 

Zunächst wird das Lenksystem genauer beschrieben und ein mathematisches 

Modell erstellt. Im folgenden Abschnitt wird der auftretende Grenzzyklus unter-

sucht und seine Ursache ermittelt; diese Untersuchung bildet den ersten 

Schwerpunkt des Berichts. In Abschnitt 4 erfolgt dann als zweiter Schwerpunkt 

die Vorstellung, Analyse und Weiterentwicklung der Abhilfemaßnahme nach [9]. 

Der Bericht schließt mit einer Zusammenfassung. 

 

2 Beschreibung des Lenksystems und Modellbildung 

Nach einer detaillierten Beschreibung des Lenksystems wird ein möglichst 

einfaches Modell erstellt, in dem nur die Effekte berücksichtigt sind, die für die 

Untersuchung des bei logelassenem Lenkrad auftretenden Grenzzyklus wichtig 

sind. Das Modell wird anschließend modaltransformiert, da die Modaltransfor-

mation einen guten Einblick in das Systemverhalten gewährt und ihre Ergebnis-

se für die folgenden Untersuchungen benötigt werden. Schließlich werden Zah-

lenwerte für die Parameter des Lenksystems angegeben, die sich an einem 
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ausgeführten Beispiel orientieren. Die Werte werden für numerische Untersu-

chungen und Simulationen in diesem Bericht verwendet. 

 

2.1 Beschreibung 

Die wesentliche Komponente des Lenksystems stellt das aus dem Motor und 

dem Überlagerungsgetriebe bestehende Stellglied dar; das Überlagerungsge-

triebe ist als Planetengetriebe ausgeführt, s. Bild 2. Die Eingangswelle 1 ist mit 

dem Lenkrad verbunden, die Ausgangswelle 4 führt weiter zum Lenkgetriebe. 

Die Überlagerung 

des Zusatzwinkels 

erfolgt über eine 

Drehung des Hohl-

rads 3, das über 

die Schnecke 5 

vom Stellmotor 

angetrieben wird1. 

Bezeichnet man 

den Lenkrad-, Mo-

tor- und Aus-

gangswinkel mit δ1, 

δ2 bzw. δ3, wird die 

Winkelüberlagerung durch folgende Gleichung beschrieben2: 

 213 δδδ += .         (1) 

Bild 3 zeigt die Regelungsstruktur des Lenksystems im Normalbetrieb, in dem 

der Fahrer das Lenkrad festhält und den Lenkradwinkel δ1 einstellt; δ1 stellt da-

mit eine Eingangsgröße der Regelung dar. Für die oben beschriebene Servo-

lenkfunktion soll der Motorwinkel δ2 dem Lenkradwinkel proportional sein. Der 

Motorwinkelsollwert δ2s ist damit  

 12 δδ ⋅= Us K          (2) 

mit dem konstanten Unterstützungsfaktor KU. Da die Wirkrichtung des Lenkrad-

einschlags nicht umgekehrt werden soll, ist KU > -1. 

                                            
1  Das Schneckengetriebe ist selbsthemmend, so dass in der Lenksäule wirkende Drehmo-

mente den Motor auch bei Ausfall der Stromversorgung nicht verstellen können und der me-
chanische Durchgriff vom Lenkrad auf die Räder sichergestellt ist. 

2  Es ist vorausgesetzt, dass alle Übersetzungsverhältnisse eins sind. Hierauf wird im nächsten 
Abschnitt näher eingegangen. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Bild 2: Schematische Darstellung des Überlagerungs-
getriebes 
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Hält der Fahrer das Lenkrad nicht fest, stellt der Lenkradwinkel δ1 keine Ein-

gangsgröße der Regelung dar sondern, eine Ausgangsgröße des Stellglieds; es 

ergibt sich die in Bild 4 gezeigte Regelungsstruktur. Man erkennt, dass durch 

die Sollwertvorgabe eine Rückführung des Lenkradwinkels δ1 und damit ein 

weiterer geschlossener Wirkungskreis entsteht. Dieser Wirkungskreis ist für die 

Entstehung des Grenzzyklus wesentlich. 

Für die folgenden Untersuchungen können zwei Vereinfachungen gemacht 

werden: 

• Die in der Antriebsregelung übliche und auch hier verwendete unterlagerte 

Stromregelung (Kaskadenstruktur) wird vernachlässigt, da der Stromregel-

kreis eine sehr hohe Dynamik hat. Die Stellgröße ist damit das Motormo-

ment u = M2. 

• Die zeitdiskrete Realisierung der Regelung wird vernachlässigt, da eine sehr 

kleine Abtastzeit verwendet wird. Die Regelung wird als quasikontinuierlich 

betrachtet. 

Wie in den Bildern angedeutet, besteht der Motorlageregler aus einem PD-

Regler. Das Regelgesetz lautet 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Bild 4: Regelungsstruktur bei losgelassenem Lenkrad 

s2δ
KU Lage- 

regler 
_ 

_ 

3δ

1δ

2δ& 2δ
Sollwert-
vorgabe 

M2=u 
Stellglied 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Bild 3: Regelungsstruktur im Normalbetrieb. δ1 - Lenkradwinkel,  
δ2 - Motorwinkel, δ3 - Ausgangslenkwinkel, M2 – Motordrehmoment. 
Die Stellgrößenbegrenzung ist nicht dargestellt. 

s2δ Stellglied 
KU Lage- 

regler 
_ 

_ 

3δ
1δ

2δ& 2δ
Sollwert-
vorgabe 

M2=u 
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 )]([ 2222 δδδδ && −+−⋅= ssDsPid kTKu .     (3) 

Das Regelgesetz liefert die ideale, unbegrenzte Stellgröße, die deshalb mit uid 
bezeichnet wird. Der Faktor ks gewichtet die Ableitung s2δ&  des Sollwerts. Ist 

ks = 0, wird s2δ&  im Regelgesetz nicht berücksichtigt; ist ks = 1, bildet der Regler 

die gewohnte Differenz 22 δδ && −s  der Ableitungen von Sollwert und Regelgröße. 

Üblicherweise ist 0 ≤ ks ≤ 1. Der PD-Regler stellt eine statische Rückführung der 
Regelgröße δ2 und ihrer Ableitung 2δ&  dar. Dynamische Anteile, insbesondere I-

Anteile werden nicht verwendet, da ihre Anwendung zusammen mit der Rei-

bung des Schneckengetriebes leicht zu Grenzzyklen führen kann. Um ohne 

Regler-I-Anteil ausreichende stationäre Genauigkeit zu erreichen, muss der 

Reglerverstärkungsfaktor KP groß sein. 

Wie bereits erwähnt, müssen alle Regelungsparameter so festgelegt werden, 

dass die Spezifikationen für den Normalbetrieb erfüllt werden. Eine 

Veränderung der Reglerverstärkung KP oder der Vorhaltezeit TD von den sich 

daraus ergebenden Werten ist allenfalls in geringem Maße zulässig. Der 

Unterstützungsfaktor KU und der Faktor ks dürfen in keinem Fall verändert 

werden, da sie das Lenkverhalten des gesamten Fahrzeugs beeinflussen. 
Insbesondere hat die Berücksichtigung der Ableitung des Sollwerts s2δ& , die 

auch als Vorhaltelenkung bekannt ist, [10], [11], großen Einfluss auf das 

Lenkansprechverhalten des Fahrzeugs. 

 

2.2 Modellbildung 

Ein mechanisches Ersatzmodell des Lenksystems ist in Bild 5 dargestellt. In 

den Trägheitsmomenten J1, J2 und J3 sind jeweils die Trägheitsmomente der 

angegebenen Bauteile und der sich mit ihnen bewegenden Teile 

zusammengefaßt. So umfaßt J3 die Trägheitsmomente aller bewegten 

GM1δ

Überlage-
rungsgetriebe 

J1 

J2 

J3 

3δ

2δ

GM

GM

1M 3M

2M

Lenkrad Lenkge-
triebe 

Motor 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bild 5: Mechanisches Ersatzmodell des Lenksystems 
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Lenkungsteile zwischen der Abtriebswelle des Überlagerungsgetriebes und den 

Rädern. MG ist das vom Überlagerungsgetriebe übertragene Drehmoment. 

In dem Erstzmodell erscheinen die Übersetzungsverhältnisse des Über-

lagerungsgetriebes nicht, da alle Winkel δi, i = 1, 2, 3, auf eine Seite des 

Überlagerungsgetriebes bezogen und die Trägheitsmomente Ji entsprechend 

umgerechnet sind. Dann gilt für den Zusammenhang der Winkel die Gl. (1). 

Wegen dieser kinematischen Bindung hat das Lenksystem zwei Freiheitsgrade 

bzw. die Ordnung 4=n . Wählt man als Freiheitsgrade δ1 und δ2, erhält man 

unter Berücksichtigung von Gl. (1) die Bewegungsgleichung des Stellglieds 

 







+
+

=







⋅







+

+

32

31

2

1

323

331

MM

MM

JJJ

JJJ

δ
δ
&&

&&
.     (4) 

Bei losgelassenem Lenkrad ist das Lenkradmoment M1 = 0. Für das Radrück-

stellmoment wird ein linearer Ansatz3 mit Dämpfung 

 333 δδ &
RR dcM −−=         (5) 

verwendet. cR und dR sind die Rückstell- bzw. Dämpfungskoeffizienten der Rä-

der. Weitere Reibungseffekte werden nicht berücksichtigt. Bezeichnet man wie 

oben das Motormoment als Stellgröße, u = M2, erhält man die Bewegungsglei-

chung des Lenksystems 

 ubbKDM =++ δδδ &&&         (6) 

mit dem Lagevektor   [ ]T
21 δδ=δ ,     (7) 

der Massenmatrix    0
323

331 >







+

+
==

JJJ

JJJTMM ,  (8) 

der Dämpfungsmatrix  0≥







==

RR

RRT

dd

dd
DD ,   (9) 

der Steifigkeitsmatrix  0≥







==

RR

RRT

cc

cc
KK    (10) 

und dem Eingangsvektor   [ ]Tb 10=b .     (11) 

Für die Untersuchung des Grenzzyklus wird ein nichtlinearer Standardregelkreis 

[13] zugrunde gelegt, der als nichtlineares Glied die Begrenzung des Motormo-

ments M2 = u enthält, s. Bild 6. Die Eingangsgröße der Begrenzung ist die idea-

le Stellgröße uid, d.h. die Ausgangsgröße des Lagereglers nach Gl. (3). In vekto-

rieller Schreibweise ergibt sich 

                                            
3 Nach [12] ist der lineare Ansatz gültig, wenn die Schräglaufwinkel klein sind. 
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Bild 6: Nichtlinearer Standardregelkreis mit Begrenzung 

Lineares 
Teilsystem _

u 

-uid 

Begrenzung 

uid

 δδ &T
v

T
pidu cc +=         (12) 

mit den Positions- bzw. Geschwindigkeitsausgangsvektoren 

 [ ]PPU
T
p KKK −=c , [ ]DPDPUs

T
v TKTKKk −=c .  (13) 

Die Übertragungsfunktion des linearen Teilsystems nach Bild 6 ist 

 ( )[ ] b
T
v

T
p

id sss
su

su
sG bKDMcc

12

)(

)(
)(

−
+++−=

−
= .    (14) 

Es wird vorausgesetzt, dass der geschlossenen Regelkreis stabil ist, wenn die 

Stellgrößenbegrenzung nicht wirkt, d.h. wenn  uid(t)  ≤ umax ist, wobei umax der 

infolge der Stellgrößenbegrenzung maximale Betrag der Stellgröße u ist. 

 

2.3 Modaltransformation 

Das durch die Gln. (6)-(11) beschriebene Lenksystem stellt ein MDK-System 

dar [14], bei dem die Steifigkeits- und Dämpfungsmatrizen K bzw. D einander 

proportional sind. Damit führt die Modaltransformation zu vollständig entkoppel-

ten Bewegungsgleichungen zweiter Ordnung. 

Es wird von der Frequenzgleichung [14] 

 0vKM =+− )( 2ω         (15) 

ausgegangen, in der ω2 die ungedämpfte Eigenkreisfrequenz4 der Eigenbewe-

gung mit dem Eigenvektor v ist. Die Eigenfrequenzen der Bewegungsglei-

chung (6) sind 

02
1 =ω , 

313221

212
2 JJJJJJ

JJ
cR ++

+=ω .    (16) 

Die Eigenfrequenz 2
1ω  gibt das für Antriebssysteme typische doppelt integrie-

rende Verhalten wieder; 2
2ω  ist die Eigenfrequenz einer oszillatorischen Eigen-

                                            
4  Eigentlich ist ω2 das Quadrat der Eigenkreisfrequenz. Vereinfachend wird jedoch ω2 auch als 

Eigenfrequenz bezeichnet. 
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bewegung. In Anlehnung an einen Einmassen-Drehschwinger kann das effekti-

ve Trägheitsmoment Jeff durch die Beziehung effR Jc=2
2ω  definiert werden. 

Man erhält 

 
21

21
3

21

313221

JJ

JJ
J

JJ

JJJJJJ
Jeff +

+=
+

++= .     (17) 

Die Eigenvektoren ergeben sich zu 

 






−
+

=
1

11

21
1

JJ
v ,  









+
=

1

2

21
2

)(

1

J

J

JJJ eff

v .   (18) 

Durch die Kongruenztransformation 

 Vz=δ          (19) 

mit der Modalmatrix 

 [ ]21 vvV =          (20) 

geht die Bewegungsgleichung (6) in das entkoppelte Gleichungssystem 

 u
c

d
b

R

R bzzz ′=++ 22 ΩΩ &&&        (21) 

für die Modalkoordinaten [ ]Tzz 21=z  über. Dabei gilt 

IMVV =T , 

),( 2
2

2
1 ωωDiagKVV == 2ΩT ,      (22) 

T

eff
bb

T

JJJ

J

JJ 











++
=′=

)(

1

21

1

21

bbV . 

Nach dem Hautus-Kriterium [14] ist das System vollständig steuerbar. 

Das Regelgesetz (12) lautet in Abhängigkeit der Modalkoordinaten 

 zczc &T
v

T
pidu ′+′=         (23) 

mit 












+
−

+
+−=′=

eff

UU
P

T
p

T
p

JJJ

JJK

JJ

K
K

)(

)1(

21

12

21

cVc ,    (24a) 













+
−

+
+−=′=

eff

UsUs
DP

T
v

T
v

JJJ

JJKk

JJ

Kk
TK

)(

)1(

21

12

21

cVc .    (24b) 

Nach dem Hautus-Kriterium ist das System für 012 ≠− JJKU  über den Positi-

onsanteil zc T
p′  der Ausgangsgröße uid vollständig beobachtbar; über den Ge-
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schwindigkeitsanteil zc &T
v′  ist es für 012 ≠− JJKk Us  bis auf den Zustand z1 be-

obachtbar. 

Um auch die Koordinate δ3 des Lenksystems mit Hilfe der Modalkoordinaten z 

wiederzugeben, werden erweiterte Eigenvektoren v1e und v2e durch die Gl. 

 [ ] [ ] zvv ee
T

21321 =δδδ        (25) 

definiert. Mit Gl. (1) erhält man 

 














−

+
=

0

1

1
1

21
1

JJ
ev , 

















++
=

21

1

2

21
2

)(

1

JJ

J

J

JJJ eff
ev   (26) 

und erkennt, dass der Ausgangswinkel δ3 nicht an der ersten, doppelt integrie-

renden Eigenbewegung beteiligt ist; an dieser Eigenbewegung sind nur das 

Lenkrad und der Motor beteiligt. 

Schreibt man die zweite Zeile der Matrizengleichung (21) in der Form 

ubzzDz b22
2
22222 2 ′=++ ωω &&& , erhält man das Dämpfungsmaß 

 
effR

R

Jc

d
D

2

1
2 =         (27) 

der oszillatorischen Eigenbewegung.  

Für eine konstante Stellgröße constmax == uu  kann für die zweite Eigenbewe-

gung aus den Gln. (21) und (22) der stationäre Endwert 

 
2
2

max

21

1
2

)( ω
u

JJJ

J
z

eff
stat ⋅

+
=       (28) 

bestimmt werden. Der Abtriebswinkel δ3 erreicht ebenfalls einen stationären 

Endwert; dieser ergibt sich nach den Gln. (26) und (28) zu 

 
R

stat c

u

JJ

J max

21

1
3 ⋅

+
=δ .       (29) 

Auf Basis der transformierten Bewegungsgleichung (21) kann die Übertra-

gungsfunktion des linearen Teilsystems nach Bild 6 in der Form  

 ( )[ ] bRR
T

v
T
p

id scdss
su

su
sG bIcc ′++′+′−=−= −12

)(

)(
)( 22 ΩΩ .   (30) 

dargestellt werden. 
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2.4 Beispiel 

Folgende Parameter orientieren sich an einem ersten Prototypen des Lenksys-

tems. Alle Koordinaten sind auf die Ausgangsseite des Überlagerungsgetriebes, 

d.h. den Winkel δ3 bezogen. Die Parameter sind: J1 = 0,1875 kgm2, 

J2 = 0,523 kgm2, J3 = 4,05⋅10-3 kgm2, cR = 13 Nm/rad, dR = 2,2 Nm/(rad⋅s), KU = 1,5, 

KP = 3000 Nm/rad, TD= 0,02 s, ks = 0, umax = 21 Nm. Die Reifenparameter cR und dR 

gelten für Fahrzeugstillstand auf trockener Fahrbahn. Der Fall des losgelasse-

nen Lenkrads kommt am häufigsten bei Fahrzeugstillstand vor. Der Ansatz (5) 

für das Rückstellmoment ist in diesem Fall gerechtfertigt, da die Räder erst bei 

recht großen Lenkeinschlägen auf der Fahrbahn gleiten. 

Die Eigenkreisfrequenz und das Dämpfungsmaß der oszillatorischen Eigenbe-

wegung sind ω2 = 9,57 rad/s bzw. D2 = 0,81. Die Übertragungsfunktion nach 

Gl. (14) bzw. (30) lautet 

 
234

23

50,9149,15

96590017120071819,113
)(

sss

sss
sG

++
+++= . 

 

3 Untersuchung der Grenzzyklen 

In diesem Abschnitt wird das Zustandekommen des Grenzzyklus untersucht. 

Dies geschieht zunächst durch eine qualitative physikalische Betrachtung; da-

durch wird bereits die grundlegende Ursache des Grenzzyklus deutlich. Davon 

ausgehend wird die Periodendauer des Grenzzyklus für den sog. quasistati-

schen Fall bestimmt, in dem der Abtriebswinkel δ3 in jeder Halbperiode seinen 

stationären Endwert erreicht. Im Folgenden wird die Untersuchung auf den dy-

namischen Fall erweitert. Damit können die Periodendauer des Grenzzyklus 

und Grenzwerte der Systemparameter für die Existenz eines Grenzzyklus nu-

merisch sehr genau bestimmt werden. Der prinzipielle Einfluss der Systempa-

rameter auf die Existenz eines Grenzzyklus wird qualitativ analysiert. Zum 

Schluss wird der Grenzzyklus mit der bekannten Methode der harmonischen 

Balance untersucht, die auch im nächsten Abschnitt verwendet wird. Die mit 

den verschiedenen Methoden erzielten Ergebnisse werden miteinander vergli-

chen. 

 

3.1 Qualitative Betrachtung 

Bild 7 zeigt eine Periode des Grenzzyklus des Lenksystems nach Abschnitt 2.4 

im eingeschwungenen Zustand. Die halbe Periodendauer des Grenzzyklus wird 

mit T* bezeichnet. 
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Aus dem Bild sind folgende Eigenschaften ersichtlich: 

a) Die Stellgröße u wechselt sehr schnell zwischen den begrenzten Wer-

ten ±umax; während einer Halbperiode ist damit u praktisch konstant, d.h. 

u(t) = ±umax = const für i⋅T* < t < (i+1)⋅T*, i = 0, 1, .... 

b) Der Abtriebswinkel δ3 erreicht in jeder Halbperiode seinen stationären End-

wert ±δ3stat. 

c) Die Verläufe der Winkel δ1(t) und δ2(t) schneiden sich nicht beim Wert Null. 

Diese Unsymmetrie ist nach Gl. (1) auf den Winkel δ3 zurückzuführen, der 

durch das Stellmoment aus seiner Mittellage δ3 = 0 ausgelenkt wird. 

d) Die Änderungen der Stellgröße u(t) zu den Zeitpunkten i⋅T*, i = 0, 1, ..., erfol-

gen in der Nähe der Schnittpunkte von δ1(t) und δ2(t), bei denen δ2(iT
*) ≠ 0 

ist. 

e) Wenn u(t) = +umax ist für iT* < t < (i+1)T*, ist δ2((i+1)T*)−δ2(iT
*) > 0. 

Auf Grund der Eigenschaft e) wird dem Motor während jeder Halbperiode des 

Grenzzyklus Energie zugeführt. Andererseits dissipiert in dieser Zeit der Reifen 

in Folge seiner Dämpfung Energie. Sind die während einer Halbperiode zuge-

führten und dissipierten Energien gleich groß, befindet sich das Lenksystem in 

0 0.5 1 1.5 2 2.5
-6
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-2

0

2

4

6

δ i [
ra
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δ1

δ2

δ3

0 0.5 1 1.5 2 2.5
-50

0

50

t [s]

u 
[N

m
]

T* 2T*

Bild 7: Winkel- und Stellgrößenverläufe im eingeschwungenen Zustand 
des Grenzzyklus. 
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einem eingeschwungenen Zustand. Die Energiezufuhr des Motors ist die we-

sentliche Ursache des Grenzzyklus. 

Die Energiezufuhr ist auf die Bewegung des Abtriebswinkels δ3 zurückzuführen. 

Wegen der schnellen Änderung der Stellgröße u in Folge der Stellgrößenbe-

grenzung. vgl. Eigenschaft a), nähert sich δ3 nicht asymptotisch dem Gleichge-

wichtswert Null. Dadurch entsteht die nicht verschwindende Differenz 

δ2((i+1)T*)−δ2(iT
*), i = 0, 1, ..., s. Eigenschaften c) und d). Die Bewegung des Ab-

triebswinkels im Zusammenwirken mit der Stellgrößenbegrenzung stellt die tie-

fere Ursache des Grenzzyklus dar. 

 

3.2 Periodendauerberechnung für den quasistationären Fall 

Die Periodendauer des Grenzzyklus wird auf Basis obiger Überlegung nähe-

rungsweise bestimmt. Zur Vereinfachung werden folgende durch Bild 7 moti-

vierte Annahmen getroffen: 

a) Der Wert der Stellgröße u wechselt sehr schnell zwischen den begrenzten 

Werten ±umax, so dass von einem Umschalten von u(t) zu den Umschaltzeit-

punkten iT*, i = 0, 1, ..., gesprochen werden kann. Während einer Halbperio-

de ist u konstant, d.h. u(t) = ±umax = const für i⋅T* < t < (i+1)⋅T*, i = 0, 1, .... 

b) Der Abtriebswinkel δ3 schwingt in jeder Halbperiode des Grenzzyklus auf 

seinen stationären Endwert ein, d.h. δ3(iT
*) = ±δ3stat. Diese Annahme kenn-

zeichnet den hier betrachteten quasistationären Fall. Nach Bild 7 ist 

δ3(0) = -δ3stat. 

Die Größen zum Umschaltzeitpunkt t = 0 werden mit 101 )0( δδ = , 101 )0( δδ && = , 

202 )0( δδ =  und 202 )0( δδ && =  bezeichnet. Der Umschaltzeitpunkt t = 0 wird da-

durch festgelegt, dass die ideale Stellgröße uid(0) = 0 ist. Aus Gl. (3) folgt dann 

mit Gl. (2) 

 0)( 20102010 =−+− δδδδ &&
sUDU kKTK .     (31) 

Für den Zusammenhang der Winkel gilt nach Gl. (1) mit Annahme b) 

 stat32010 δδδ −=+ .        (32) 

Eliminiert man aus diesen beiden Gln. den Lenkradwinkel 10δ , erhält man 

 )(
11 2010320 δδδδ && −

+
+

+
−= sU

U

D
stat

U

U kK
K

T

K

K
.    (33) 

Die Gln. (21), (22) und (16) zeigen, dass die Modalkoordinate z1(t) für eine kon-

stante Stellgröße u eine gleichmäßig beschleunigte Bewegung beschreibt. Aus 

Symmetriegründen ist damit 
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 *

21

max
1 2

1
)0( T

JJ

u
z

+
−=& .       (34) 

Nach Annahme b) und Gl. (26) erreicht die zweite Modalkoordinate in jeder 
Halbperiode ihren stationären Endwert. Da damit 0)0(2 =z&  ist, ergeben sich 

nach Gl. (18) - (20) die Winkelgeschwindigkeiten zum Umschaltzeitpunkt 

 *

21

max
10 2

1
T

JJ

u

+
=δ&  und *

21

max
20 2

1
T

JJ

u

+
−=δ& .    (35) 

Setzt man diese Geschwindigkeiten sowie den stationären Wert δ3stat nach 

Gl. (29) in Gl. (33) ein, erhält man den Motorwinkel zum Umschaltzeitpunkt t = 0 

 
U

sUD
R

U K

u

JJ

T
kKT

cJJ

J
K

+










+
+−

+
−=

1
)1(

2

11 max

21

*

21

1
20δ .  (36) 

Die während der Halbperiode 0 < t < T* des Grenzzyklus zugeführte Arbeit ist 

wegen u(t) = umax und 20
*

2 )( δδ −=T  

 20max2 δuEzu −= .        (37) 

Die dissipierte Energie ist 

 2
32 statRdiss cE δ= .        (38) 

Setzt man diese beiden Energien gleich, erhält man unter Berücksichtigung der 

Gln. (29) und (36) die halbe Periodendauer des Grenzzyklus 

 
R

U

sUD c

J

JJ

JJK

kKT
T 1

21

12*

)1(

2 ⋅
+

−⋅
+

= .     (39) 

Mit den Parametern des Lenksystems nach Abschnitt 2.4 ergibt sich T* = 1,21 s; 

dieser Wert stimmt mit dem in Bild 7 gezeigten Simulationsergebnis überein. 

Die halbe Periodendauer T* ist bemerkenswerter Weise vom Maximalwert umax 

der Stellgröße und vom Reglerverstärkungsfaktor KP, vgl. Gl. (3), unabhängig. 

Nach Gl. (39) ergibt sich für KUJ2 > J1 immer eine halbe Periodendauer T* > 0, so 

dass unter dieser Bedingung immer ein Grenzzyklus existieren müsste. Dies 

widerspricht den Ergebnissen aus Versuch und Simulation, dass die Existenz 

von Grenzzyklen stark von den Reglerparametern TD und ks abhängt. Der Grund 

für diesen Widerspruch besteht in der Annahme b) der Stationarität. Bei Grenz-

zyklen mit kleinen Periodendauern ist die Annahme nicht mehr erfüllt. Gl. (39) 

gilt nur, wenn die halbe Periodendauer wesentlich größer als die Abklingzeit-

konstante der zweiten Eigenbewegung, d.h. T* >> 1/(D2ω2), ist. Aus dieser Be-

dingung lassen sich jedoch nur schwer zuverlässige Schlussfolgerungen zur 

Existenz von Grenzzyklen ziehen. Deshalb werden entsprechende Überlegun-
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gen nicht weitergeführt, sondern es wird die Periodendauer für den allgemei-

nen, dynamischen Fall bestimmt. 

 

3.3 Periodendauerberechnung für den allgemeinen Fall 

Auf die einschränkende Annahme b) des vorhergehenden Abschnitts, dass der 

Abtriebswinkel δ3 bzw. die zweite Eigenbewegung z2 in jeder Halbperiode des 

Grenzzyklus ihre stationären Endwerte erreichen, wird nun verzichtet. Die An-

nahme a), dass die Stellgröße u zu den Umschaltzeitpunkten iT*, i = 0, 1, ..., 

zwischen den begrenzten Werten ±umax umschaltet, wird aufrechterhalten. Mit 

dieser einzigen Vereinfachung wird die Periodendauer des Grenzzyklus be-

rechnet. Aus Gründen der Übersichtlichkeit beschränkt sich die Betrachtung auf 

den in der Praxis wichtigsten Fall, dass die zweite Eigenbewegung z2 eine ge-

dämpfte Schwingung beschreibt, d.h. dass das Dämpfungsmaß nach Gl. (27) 

0 < D2 < 1 ist.  

Zur Erleichterung der Berechnung wird die normierte, dimensionslose Zeit 

 t2ωτ =          (40) 

verwendet. Damit gilt für die Ableitungen, beispielsweise einer Modalkoordina-

te z, 

 z
dt

dz

d

dz
z &⋅=⋅==′

22

11

ωωτ
,       (41) 

wobei die Ableitung nach der normierten Zeit τ mit einem hochgestellten Strich 

bezeichnet wird. Die normierte halbe Periodendauer und die normierte Regler-

vorhaltezeitkonstante ergeben sich zu *
2

* Tωτ =  bzw. DD T2ωτ = .  

Bei Verwendung der normierten Zeit τ gehen die modalen Bewegungsgleichun-

gen (21) in die Form 

 u
JJ

z ⋅
+

=′′
21

2
2

1
1

ω
,        (42a) 

 u
JJJ

J
zzDz

eff

⋅
+

=+′+′′
)(

2
21

2
2

1
2222 ω

     (42b) 

über. Entsprechend obiger Annahme ist die Stellgröße während einer Halbperi-

ode des Grenzzyklus konstant; ohne Einschränkung der Allgemeinheit kann 

u(τ) = umax = const für 0 < τ < τ* gesetzt werden. Die Verläufe der Modalkoordina-

ten z1(τ) und z2(τ) während einer Halbperiode sind damit Sprungantworten mit 
nicht verschwindenden Anfangsbedingungen 101 )0( zz = , 101 )0( zz ′=′ , 202 )0( zz =  

und 202 )0( zz ′=′ . Die Sprungantworten und ihre Ableitungen lauten 
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2

21
2
2

max
10101 2

1
)( τ

ω
ττ

JJ

u
zzz

+
⋅+′+= ,      (43a) 

τ
ω

τ
21

2
2

max
101 )(

JJ

u
zz

+
+′=′ ,        (43b) 














−−+−

−

−+′
+= − τττ τ 2

2220
2
2

2
2

220220
22 1cos)(1sin

1

)(
)( 2 DzzD

D

zzDz
ezz stat

statD
stat ,

           (43c) 














−′+−

−

−+′−
=′ − τττ τ 2

220
2
2

2
2

220202
20 1cos1sin

1

)(
)( 2 DzD

D

zzzD
ez statD .  (43d) 

Im eingeschwungenen Zustand des Grenzzyklus müssen die Modalkoordinaten 

und ihre Geschwindigkeiten aus Symmetriegründen zu aufeinander folgenden 

Umschaltzeitpunkten jeweils den gleichen Betrag aber verschiedene Vorzei-

chen haben, d.h. 

 10
*

1 )( zz −=τ ,   10
*

1 )( zz ′−=′ τ ,          (44a, b) 

 20
*

2 )( zz −=τ ,  20
*

2 )( zz ′−=′ τ .         (44c, d) 

Setzt man die Sprungantworten (43) in diese Symmetriebedingungen ein, kann 

man die Anfangsbedingungen )( *
10 τz , )( *

10 τz′ , )( *
20 τz  und )( *

20 τz′  berechnen, 

die die Symmetriebedingungen erfüllen. Bezieht man diese Anfangsbedingun-

gen, die von der Halbperiodendauer τ* abhängen, auf den stationären End-

wert z2stat der zweiten Eigenbewegung, erhält man 

0)( *
10 =τz ,         (45a) 

*

1

21

2

*
10

)(

2

1)( ττ ⋅
+

⋅−=
′

J

JJJ

z

z eff

stat

,      (45b) 

11cos2

11sin
1

2
)(

*2
2

2

*2
2

2
2

22

2

*
20

*
2

*
2

*
2

*
2

+




 −+

−




 −

−
+

=
−−

−−

τ

τ
τ

ττ

ττ

Dee

De
D

D
e

z

z

DD

DD

stat

,   (45c) 

11cos2

1sin
1

2

)(

*2
2

2

*2
2

2
2

2

*
20

*
2

*
2

*
2

+




 −+






 −

−

−

=
′

−−

−

τ

τ
τ

ττ

τ

Dee

De
D

z

z

DD

D

stat

.    (45d) 

Offensichtlich existieren für beliebige Halbperiodendauern τ* Anfangsbedingun-

gen, die die Symmetriebedingungen erfüllen. Bemerkenswerter Weise hängen 
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die Anfangsbedingungen von D2 als einzigem Systemparameter ab. Bild 8 zeigt 

den Verlauf der Anfangsbedingungen statzz 2
*

20 )(τ  und statzz 2
*

20 )(τ′  in Ab-

hängigkeit von τ* für das Lenksystem nach Abschnitt 2.4.  

Um die Halbperiodendauer τ* des Grenzzyklus zu bestimmen, muss noch die 

Umschaltbedingung (31) berücksichtigt werden. Mit der Modaltransformati-

on (19) und der Zeitnormierung (40) geht diese in die Form 

4444444444444 34444444444444 21444 3444 21

)(2

)(
)(

)(
)(

)(

1

)(1

)(
)1(

*

2

*
20

12
2

*
20

12
21

*

2

*
10

τ

τττ

τ

ττ

f

z

z
JJkK

z

z
JJK

JJJ

f

z

z
kK

stat
sUD

stat
U

effstat
sUD











 ′
−+−

+
=

′
+

           (46) 

über, wobei Gl. (45a) bereits berücksichtigt ist. Sofern diese Umschaltbedin-

gung unter Berücksichtigung der Gln. (45b) - (45d) eine Lösung τ* hat, ergibt 

diese Lösung die halbe Periodendauer des Grenzzyklus. 

Eine analytische Lösung der Gl. (46) ist nicht bekannt. Bild 9 zeigt eine grafi-

sche Lösung für das Lenksystem nach Abschnitt 2.4, in der die linke und rechte 

Seite f1(τ*) bzw. f2(τ*) der Gl. (46) aufgetragen sind. Demnach hat die Um-

schaltbedingung in diesem Fall zwei Lösungen *
1τ  und *

2τ . Die Lösung *
1τ  be-
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Bild 8: Anfangsbedingungen der zweiten Eigenbewegung nach 
Gl. (47c) und (47d) für das Lenksystem (D2 = 0,81) 
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schreibt einen instabilen und *
2τ  einen stabilen Grenzzyklus. Die Existenz des 

instabilen Grenzzyklus erklärt die in der Einleitung erwähnte Tatsache, dass 

das Lenksystem ausreichend stark angeregt werden muss, damit ein Grenzzyk-

lus auftritt. Die halbe Periodendauer des tatsächlich auftretenden Grenzzyklus 

ist nach Bild 9 also 59,11*
2

* ==ττ  bzw. T* = 1,21 s; dieses Ergebnis stimmt mit 

Bild 7 überein. 

Auf numerische oder grafische Weise kann man untersuchen, für welche Para-

meterwerte oder Parameterkombinationen die Umschaltbedingung (46) Lösun-

gen hat, d.h. Grenzzyklen existieren. Beispielsweise ergibt sich für die Regler-

vorhaltezeitkonstante 55,0* <Dτ bzw. s0575,0* <DT  als Bedingung für die Exis-

tenz eines Grenzzyklus, wenn die übrigen Parameter nicht verändert werden. 

Simulationsuntersuchungen ergeben hierfür die Bedingung s058,0* <DT . Diese 

Ergebnisse stimmen sehr gut überein; die geringe Abweichung ist auf die An-

nahme zurückzuführen, dass die Stellgröße umschaltet. 

 

3.4 Existenz von Grenzzyklen 

Bedingungen dafür, dass die Umschaltbedingung (46) eine Lösung hat, sind 

nicht bekannt. Deshalb wird im Folgenden qualitativ untersucht, wie die Sys-

temparameter die Existenz eines Grenzzyklus beeinflussen, d.h. ob ein Grenz-
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Bild 9: Grafische Lösung der modalen Umschaltbedingung (48) für das 
Lenksystem 
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zyklus eher bei großen oder kleinen Werten der verschiedenen Parameter auf-

treten kann. 

Die rechte Seite der Umschaltbedingung (46), d.h. die Funktion f2(τ*) hängt von 

den Anfangsbedingungen )( *
20 τz  und )( *

20 τz′  der zweiten Eigenbewegung ab, 

die durch die Gln. (45c) und (45d) gegeben sind. Diese Anfangsbedingungen 

haben folgende, zum Teil unmittelbar einleuchtende Eigenschaften: 

 0)0( *

2

20 ==τ
statz

z
,        (47a) 

 1
)(

2

*
20lim

*
−=

∞→ statz

z τ

τ
,        (47b) 

 0)0( *

2

20
*

==τ
τ statz

z

d

d
       (47c) 

sowie 

 0)0( *

2

20 ==
′

τ
statz

z
,        (48a) 

 0
)(

2

*
20lim

*
=

′

∞→ statz

z τ

τ
,        (48b) 

 0)0( *

2

20
*

<=
′

τ
τ statz

z

d

d
.       (48c) 

Außerdem ist 

 
statstat z

z

z

z

d

d

2

*
20

2

*
20

*

)()( ττ
τ

′
= signsign .      (49) 

Die Funktionen statzz 2
*

20 /)(τ  und statzz 2
*

20 /)(τ′  haben oszillierende Verläufe, 

wie Bild 10 für verschiedene Werte des Dämpfungsmaßes D2 zeigt. Damit ver-

läuft auch die Funktion f2(τ*) oszillierend, vgl. Bild 9, und es ist 

 0)0( *
2 ==τf ,        (50a) 

 
eff

U

JJJ

JJK
f

)(
)(

21

12*
2lim

* +
−−=

∞→
τ

τ
.      (50b) 

Wegen der beträchtlichen Anzahl der Systemparameter wäre es sehr aufwän-

dig, die Existenz von Lösungen der Umschaltbedingung (46) für alle möglichen 

Parameterkombinationen zu untersuchen. Deshalb beschränkt sich die folgen-

de Diskussion auf in der Praxis häufig vorkommende Fälle. Zunächst wird der 
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Fall betrachtet, dass wie beim Lenksystem nach Abschnitt 2.4 012 >− JJKU  

bzw. 1/ 12 >JJKU  und ks = 0 ist. Dann ist 

 0)0( *
*
2 >=τ

τd

df
 und       (51a) 

 0)( *
2lim

*
<

∞→
τ

τ
f .        (51b) 

Die Funktion f1(τ*) beschreibt immer eine Ursprungsgerade mit negativer Stei-

gung, s. Gln. (45b) und (46). Hat die Umschaltbedingung (46) Lösungen bzw. 

schneiden sich die Kurven von f1(τ*) und f2(τ*), muss der erste Schnittpunkt in 

einem Bereich liegen, in dem f2(τ*) fällt, wie bei *
1τ  in Bild 9.  

Damit kann der Einfluss des Dämpfungsmaßes D2 abgeschätzt werden: Die 

Funktion f1(τ*) ist vom Dämpfungsmaß D2 unabhängig, f2(τ*) hängt jedoch über 

die Funktionen statzz 2
*

20 /)(τ  und statzz 2
*

20 /)(τ′  stark von D2 ab. Wie aus 

Gl. (46) und Bild 10 ersichtlich, ist ein *
1τ  entsprechender Schnittpunkt der 

Funktionen bei kleinem Dämpfungsmaß leichter möglich als bei großem, da bei 

kleinem D2 das erste Minimum von z20/z2stat und damit das erste Minimum von 

f2(τ*) einen kleineren Wert hat. Damit treten bei kleinen Werten des Dämp-

fungsmaßes D2 bzw. des Raddämpfungskoeffizienten dR eher Grenzzyklen auf 

als bei großen. 
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Bild 10: Verläufe der Anfangsbedingungen der zweiten Eigenbewegung 
für verschiedene Dämpfungsmaße D2 
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Für die Abschätzung des Einflusses der weiteren Parameter auf die Existenz 

von Grenzzyklen wird die Umschaltbedingung (46) unter Berücksichtigung der 

Gln. (17) und (45b) in der Form 
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44 344 21
   (52) 

mit den Faktoren a0, a1 und a2 geschrieben. Es ist immer a0 > 0; in dem in der 
Praxis wichtigen Fall, dass 1/ 12 >JJKU  und ks = 0 ist, ist a1 > 0 und a2 < 0.  

Auf Grund der Art des ersten Schnittpunkts der Kurven von f1(τ*) und f2(τ*) ist es 

für die Existenz von Lösungen der Gl. (52) günstig, wenn die Koeffizienten a0 

und a2 betragsmäßig klein, a1 aber groß sind. Dies ergibt sich insbesondere aus 

der Beziehung (49). Des Weiteren ist zu berücksichtigen, dass der Einfluss des 

Faktors a2 auf die Existenz von Lösungen geringer ist als die Einflüsse der bei-

den anderen Faktoren, da nach Gl. (49) statzz 2
*

20 /)(τ′  bei den Minima von 

statzz 2
*

20 /)(τ  verschwindet. 

Der Einfluss der normierten Reglervorhaltezeitkonstante τD lässt sich damit in 

dem bisher betrachteten Fall, dass a1 > 0 und ks = 0 ist, leicht abschätzen: Wenn 

τD klein ist, werden auch a0 und a2 betragsmäßig klein; a1 ist von τD unabhängig. 

Damit treten Grenzzyklen eher bei kleinen Werten von τD bzw. der Regler-

vorhaltezeit TD auf als bei großen.  

Aus den Definitionen des Dämpfungsmaßes D2 in Gl. (27) und der normierten 

Reglervorhaltezeit τD ergibt sich außerdem, dass bei großen Werten des effek-

tiven Trägheitsmoments Jeff, d.h. großen Trägheitsmomenten J1, J2 und J3, mit 

Grenzzyklen zu rechnen ist. Der Einfluss der Eigenfrequenz ω2 und damit des 

Radrückstellkoeffizienten cR ist anhand vorstehender Überlegungen nicht ein-

deitig zu erfassen. Simulationsuntersuchungen zeigen, dass der Wert von cR in 

weiten Bereichen die Existenz von Grenzzyklen nicht beeinflusst, wohl aber ihre 

Periodendauern und Amplituden. 

Große Werte des Faktors ks, der die Ableitung des Sollwerts im Regelgesetz (3) 

gewichtet (0 ≤ ks ≤ 1), führen zu großen Werten von a0 und a2; a1 ist von ks unab-

hängig. Wegen des geringeren Einflusses von a2 treten Grenzzyklen eher bei 
kleinen Werten von ks auf als bei großen, wobei weiterhin von 1/ 12 >JJKU  aus-

gegangen wird. In der Tat zeigen Simulations- und Versuchsergebnisse, dass 
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eine Erhöhung von ks eine sehr effektive Möglichkeit zur Vermeidung von 

Grenzzyklen darstellt. 

Große Werte des Unterstützungsfaktors KU, vgl. Gl. (2), führen bei kleinen Wer-

ten von ks hauptsächlich zu großen Werten des Faktors a1 bei geringem Einfluss 

auf a0 und a2. Also treten Grenzzyklen eher bei großen Werten von KU auf als 

bei kleinen. 

Schließlich hängt die Lösbarkeit der Gl. (52) noch von den Trägheitsverhältnis-

sen J2/J1 und J3/J1 ab. Es ist offensichtlich, dass kleine Werte des Trägheitsver-

hältnisses J3/J1 zu betragsmäßig großen Werten von a1 und a2 und damit wegen 

des geringeren Einflusses von a2 eher zu Grenzzyklen führen als große. Der 

Einfluss des Trägheitsverhältnisses J2/J1 hängt stark von anderen Parametern 

ab: Ist KU > 1+J3/J1, führen eher große Werte von J2/J1 zu Grenzzyklen, ansons-

ten eher kleine. 

Sofern der bisher betrachtete Fall 1/ 12 >JJKU  nicht vorliegt, ist die Existenz 

von Grenzzyklen ziemlich unwahrscheinlich, da dann die Beziehung (51b) nicht 

mehr gilt. Schnittpunkte der Funktionen f1(τ*) und f2(τ*) sind dann nur noch für 

sehr kleine Werte des Dämpfungsmaßes D2 möglich, d.h. wenn die Funkti-

on f2(τ*) bzw. die Funktionen statzz 2
*

20 /)(τ  und statzz 2
*

20 /)(τ′  stark oszillieren, 

vgl. Bild 10. 

Zusammengefasst lauten die Ergebnisse obiger Diskussion: Die Gefahr der 

Existenz von Grenzzyklen besteht, wenn 

• das Dämpfungsmaß D2 bzw. der Reifendämpfungskoeffizient dR klein sind, 

• die Reglervorhaltezeitkonstante TD klein ist, 

• der Unterstützungsfaktor KU groß ist, 

• der Gewichtungsfaktor ks klein ist, 

• das Massenverhältnis J3/J1 klein ist, 

• das Massenverhältnis J2/J1 groß und KU > 1+J3/J1 oder das Massenverhält-

nis J2/J1 klein und KU < 1+J3/J1 sind. 

Der Radrückstellkoeffizient cR hat kaum einen Einfluss auf die Existenz von 

Grenzzyklen. Deren Existenz hängt nicht vom Maximalwert umax der Stellgröße 

ab, da die Umschaltbedingungen (46) bzw. (52) von diesem Parameter unab-

hängig sind. Ebenso sind die Umschaltbedingungen vom Reglerverstärkungs-

faktor KP unabhängig. Dies ist auf die Vereinfachung zurückzuführen, dass die 

Stellgröße umschaltet, und entspricht nicht ganz der Realität. 
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Selbstverständlich überlagern sich die Einflüsse aller Parameter, und Grenzzyk-

len können auftreten, wenn einige der genannten Bedingungen nur schwach 

erfüllt sind. So ist z.B. beim Lenksystem nach Abschnitt 2.4 das Dämpfungs-

maß mit dem Wert D2 = 0,81 nicht klein (0 < D2 < 1), jedoch sind einige der ande-

ren Bedingungen in sehr ausgeprägter Weise erfüllt, so dass Grenzzyklen exis-

tieren. 

Zum Schluss dieses Abschnitts sei bemerkt, dass bei kleinen Werten des 

Dämpfungsmaßes D2 die Umschaltbedingungen (46) bzw. (52) mehr als zwei 

Lösungen haben können. Dann existieren mehr als zwei Grenzzyklen; aufein-

anderfolgende Lösungen τ* der Umschaltbedingungen entsprechen abwech-

selnd instabilen und stabilen Grenzzyklen. 

 

3.5 Harmonische Balance 

Die harmonische Balance ist ein bekanntes Näherungsverfahren zur Untersu-

chung von Grenzzyklen in nichtlinearen Standardregelkreisen nach Bild 6, s. 

z.B. [13]. Die Nichtlinearität wird näherungsweise durch ihre Beschreibungs-

funktion charakterisiert. Für die Begrenzungskennlinie lautet die Beschreibungs-
funktion )ˆ( iduN  in Abhängigkeit der Amplitude idû  der unbegrenzten Stellgröße 
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Im Rahmen des Näherungscharakters der harmonischen Balance geht man 

davon aus, dass Grenzzyklen existieren, wenn die Gleichung der harmonischen 

Balance 

 01)()ˆ( =+⋅ ωjGuN id  bzw.  )ˆ(1)( iduNjG −=ω   (54) 

Lösungen hat; G(jω) ist der komplexe Frequenzgang des linearen Teilsystems, 

d.h. der Übertragungsfunktion (14). Die Existenz von Lösungen wird mit dem 

Zweiortskurvenverfahren untersucht. 

Bild 11 zeigt die Ortskurven des Frequenzgangs G(jω) der in Abschnitt 2.4 an-

gegebenen Übertragungsfunktion G(s) und der negativ inversen Beschreibungs-
funktion )ˆ(1 iduN−  nach Gl. (53). 

Die Ortskurven von G(jω) und von )ˆ(1 iduN−  haben zwei Schnittpunkte bei den 

Kreisfrequenzen *
1ω  und *

2ω . Nach den bekannten Kriterien für die Stabilität 

von Grenzzyklen repräsentiert der Schnittpunkt bei *
1ω  einen instabilen, der 
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Schnittpunkt bei *
2ω  einen stabilen Grenzzyklus. Die Kreisfrequenz *

2ω  müsste 

also der im Abschnitt 3.3 bestimmten halben Periodendauer T* entsprechen. 

Eine numerische Berechnung ergibt die Kreisfrequenz rad/s29,3*
2 ≈ω  bzw. die 

halbe Periodendauer T* ≈ 0,95 s des stabilen Grenzzyklus. Dieser Wert von T* 

weicht deutlich von dem in Abschnitt 3.3 berechneten und durch Bild 7 bestätig-

ten Wert ab. Die Ungenauigkeit ist im Näherungscharakter der harmonischen 

Balance begründet, der hier deutlich zur Geltung kommt, da der Zählergrad der 

Übertragungsfunktion G(s) nur um eins größer ist als der Nennergrad bzw. der 

Amplitudengang von G(s) recht flach verläuft. 

Die harmonische Balance gibt den realen Sachverhalt qualitativ richtig wieder: 

Es existiert ein stabiler und ein instabiler Grenzzyklus; der stabile Grenzzyklus 

stellt sich ein, wenn das Lenksystem ausreichend stark angeregt wird. Deshalb 

wird im Folgenden mit der harmonischen Balance weiter untersucht, unter wel-

chen Bedingungen Grenzzyklen existieren. Diese Untersuchung wird qualitativ 

durchgeführt; der hohe Aufwand einer quantitativen Untersuchung erscheint in 

Anbetracht des Näherungscharakters der Methode nicht gerechtfertigt. 

Die Ortskurve von G(jω) hat i.a. folgende Eigenschaften, die sich aus Gl. (14) 

und Abschnitt 2.4 ergeben: 
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Bild 11: Ortskurven von )( ωjG  und )ˆ(/1 iduN−  in der komplexen Zah-
lenebene 

)( ωjG

)ˆ(/1 iduN−

ω 

idû

*
2ω *

1ω



 24

• Die Ortskurve von G(jω) verläuft für kleine Werte von ω im dritten Quadran-

ten der komplexen Zahlenebene gegen Unendlich, wobei wie bei doppelt in-

tegrierenden Systemen üblich 0
)}(Re{

)}(Im{
lim

0
=

→ ω
ω

ω jG

jG
 ist. Für die Phasenver-

schiebung ϕ(ω) = ∠ G(jω) gilt damit °−=
→

180)(lim
0

ωϕ
ω

. 

• Es ist 0)(lim =
∞→

ω
ω

jG  und °−=
∞→

90)(lim ωϕ
ω

, da G(s) minimalphasig ist. Für 

große Werte von ω verläuft die Ortskurve von G(jω) also in der unteren Hälf-

te der komplexen Ebene und endet mit senkrechter Tangente im Ursprung. 

• Im Bereich mittlerer Kreisfrequenzen ω hat die Ortskurve keinen oder zwei 

Schnittpunkte mit der reellen Achse. 

Die Ortskurve von )ˆ(1 iduN−  hat immer den in Bild 11 gezeigten Verlauf. Sie 

beginnt für 0ˆ =idu  im Punkt (-1, 0) und läuft für zunehmende Amplituden idû  auf 

der reellen Achse nach links. 

Die Ortskurven von G(jω) und von )ˆ(1 iduN−  schneiden sich demnach, d.h. 

Grenzzyklen können existieren, wenn die Ortskurve von G(jω) die reelle Achse 

zweimal schneidet. Ein Teil der Ortskurve von G(jω) verläuft dann im vierten 

Quadranten der komplexen Zahlenebene, und die Phasenverschiebung ϕ(ω) 

fällt unter -180°. Außerdem müssen beide Schnittpunkte der Ortskurve mit der 

reellen Achse links vom Punkt (-1, 0) liegen5. 

Um zu überprüfen, wann solche Schnittpunkte existieren können, wird die Über-

tragungsfunktion G(s) des linearen Teilsystems durch Ausmultiplizieren der mo-

dalen Darstellung (30) bestimmt. Mit den Ein- und Ausgangsvektoren b'b , T
p'c  

und T
v'c nach den Gln. (22) bzw. (24) erhält man 
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Durch kleine Werte des Verstärkungsfaktors KP kann der Amplitudengang von 

G(s) offensichtlich immer so stark abgesenkt werden, dass eventuelle Schnitt-

punkte der Ortskurve von G(jω) mit der reellen Achse rechts vom Punkt (-1, 0) 

                                            
5  Schneidet die Ortskurve von G(jω) die reelle Achse je einmal links und rechts des Punkts 

(-1, 0), ist das Lenksystem ohne Stellgrößenbegrenzung nach dem Nyquistkriterium instabil. 
Dies ist voraussetzungsgemäß ausgeschlossen. 
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liegen und somit keine Grenzzyklen existieren dürften. Bei dem Lenksystem 

müsste nach Bild 11 KP hierfür stark verringert werden, wodurch die stationäre 

Genauigkeit der Regelung beeinträchtigt würde. Interessanter ist daher die Fra-

ge, unter welchen Bedingungen die Phasenverschiebung ϕ < -180° wird. Dies 

wird im Folgenden untersucht. 

Nach Gl. (55) stellt die Übertragungsfunktion G(s) die Summe der Übertra-

gungsfunktionen G1(s) und G2(s) dar, die den Einfluss der beiden Eigenbewe-

gungen auf das Übertragungsverhalten wiedergeben. Bild 12 zeigt die Fre-

quenzgänge der Übertragungsfunktionen G1(s) und G2(s) sowie der Gesamt-

übertragungsfunktion G(s) für das Lenksystem nach Abschnitt 2.4 in Form eines 

Bodediagramms. 

Zunächst werden die Frequenzgänge von G1(s) und G2(s) betrachtet. Amplitu-

den- und Phasengang von G1(s) haben i.a. folgende Eigenschaften: 

• ∞→= )()( 11 ωω jGA  für 0→ω . 

• )(1 ωA  fällt mit der Steigung 2−  für kleine Frequenzen ω und mit der Stei-

gung 1−  für große Frequenzen ω. 

• Für die Phasenverschiebung )()( 11 ωωϕ jG∠=  gilt 
)(lim90)(180)0( 111 ωϕωϕϕ

ω ∞→
=°−≤≤°−= . 

10
-2

10
0

10
2

10
4

A

10
0

10
1

10
2

10
3

-450

-360

-270

-180

-90

ω [rad/s]

φ 
[°

]

G

G1

G
2

 
Bild 12: Bodediagramm der Übertragungsfunktionen G(s), G1(s) und 
G2(s) für das Lenksystem 
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Der Amplitudengang von G2(s) hat i.a. folgende Eigenschaften: 

• 
2
2

2
21

121
22

)(

)(
)0()0(

ωeff

UP

JJJ

JJKJK
GA

+
−== . 

• )(2 ωA  hat die Steigung 0 für kleine Frequenzen ω und fällt mit der Stei-

gung 1−  für große Frequenzen ω. 

Beim Phasengang )()( 22 ωωϕ jG∠=  sind folgende Fälle zu unterscheiden: 

a) Für 012 <− JJKU  und damit auch 012 <− JJkK sU  ist G2(s) minmalphasig, 

und es ist 0)0(2 =ϕ , °−=
∞→

90)(lim 2 ωϕ
ω

 und °−≥≥ 180)(0 2 ωϕ . Dieser Fall 

schließt 0≤UK  ein. 

b) Für 012 >− JJKU  und 012 <− JJkK sU  ist G2(s) nicht minmalphasig, und es 

ist )(lim450)(180)0( 222 ωϕωϕϕ
ω ∞→

=°−≥≥°−= . In diesem Fall, der bei dem 

Lenksystem vorliegt, vgl. Bild 12, ist 0>UK . 

c) Für 012 >− JJKU  und 012 >− JJkK sU  ist G2(s) minmalphasig, und es ist 

°−= 180)0(2ϕ , °−=
∞→

270)(lim 2 ωϕ
ω

 und °−≥≥°− 360)(180 2 ωϕ . Auch in die-

sem Fall ist 0>UK . 

Von den Frequenzgängen von G1(s) und 

G2(s) kann auf den Frequenzgang der Ge-

samtübertragungsfunktion G(s) geschlossen 

werden. Dafür müssen die komplexen Fre-

quenzgänge von G1(s) und G2(s) vektoriell 

addiert werden, wie Bild 13 zeigt. Für die 

Untersuchung, wann die Ortskurve von G(s) 

die reelle Achse schneidet, ist es hilfreich, 

wenn man vom Phasengang von G1(s) aus-

geht und überlegt, wie dieser durch die pa-

rallel geschaltete Übertragungsfunktion G2(s) 

verändert wird. Die Änderung ∆ϕ kann mit 

Hilfe der Tangensformel [15] berechnet werden, hier reicht jedoch eine an-

schauliche Betrachtung. 

Da ∞→)(1 ωA  für 0→ω , geht )()( 1 ωϕωϕ →  für 0→ω ; d.h. °−= 180)0(ϕ , wie 
oben erwähnt. Außerdem ist °−=

∞→
90)(lim ωϕ

ω
. 

Die oben genannten Fälle des Phasengangs von G2(s) sind wiederum zu unter-

scheiden: 
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Bild 13: Vektorielle Addition 
komplexer Frequenzgänge 
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a) Für die Phasenverschiebung gilt °−≤≤°− 90)(180 ωϕ . Damit hat die Ortskur-

ve von G(jω) keine Schnittpunkte mit der reellen Achse, und es dürften keine 

Grenzzyklen existieren. Dies stimmt mit den Ergebnissen des vorhergehen-

den Abschnitts überein. 

b) Die Phasenverschiebung ϕ(ω) kann unter °−180  fallen; Grenzzyklen sind 

wie beim Lenksystem möglich. 

c) Die Phasenverschiebung ϕ(ω) kann ebenfalls unter °−180  fallen; Grenzzyk-

len sind möglich. 

Anhand der Gl. (55) können für die Fälle b) und c) weitergehende Schlussfolge-

rungen für die Existenz von Grenzzyklen gezogen werden. Dabei spielt die Eck-

frequenz der Übertragungsfunktion G1(s) eine wichtige Rolle. Ist diese Eckfre-
quenz groß, steigt die Phasenverschiebung )(1 ωϕ  erst bei hohen Frequenzen ω 

an. Damit kann die Phasenverschiebung )(ωϕ  durch den Einfluss von G2(s) 

leichter unter °−180  fallen, und es ist eher mit Grenzzyklen zu rechnen als bei 

niedrigen Eckfrequenzen von G1(s). 

Große Eckfrequenzen von G1(s) ergeben sich nach Gl. (55) bei kleinen Werten 

der Vorhaltezeitkonstante TD und des Gewichtungsfaktors ks sowie bei großen 

Werten des Unterstützungsfaktors KU. Dann ist also eher mit Grenzzyklen zu 

rechnen als in den umgekehrten Fällen. Diese Parameter beeinflussen zwar 
auch die Phasenverschiebung )(2 ωϕ , ihr Einfluss auf )(1 ωϕ  überwiegt jedoch. 

Der Einfluss des Gewichtungsfaktors ks auf die Existenz von Grenzzyklen wird 

dadurch verstärkt, dass bei großen Werten von ks eher Fall c) vorliegt, in dem 
die Phasenverschiebung )(2 ωϕ  betragsmäßig tendenziell kleiner ist als im 

Fall b). Dies erklärt, dass eine Erhöhung von ks eine sehr wirkungsvolle Maß-

nahme zur Vermeidung von Grenzzyklen darstellt, wie bereits im vorherigen 

Abschnitt festgestellt. Große Werte von KU führen außer zu einer hohen Eckfre-

quenz von G1(s) auch zu hohen Amplitudenverstärkungen von G1(s) und G2(s); 

Schnittpunkte der Ortskurve von G(jω) mit der reellen Achse liegen damit bei 

großen Werten von KU eher links vom Punkt (-1, 0) als bei kleinen Werten von 

KU. Dieser Effekt verstärkt den Einfluss von KU auf die Existenz von Grenzzyk-

len. 

Bei kleinen Werten des Dämpfungsmaßes D2 hat der Amplitudengang von G2(s) 

eine Resonanzüberhöhung und damit im Bereich der Resonanzfrequenz große 
Werte. Die Phasenverschiebung )(2 ωϕ  ist in den Fällen b) und c) bei der Reso-

nanzfrequenz kleiner als °−180 . Damit kann auch die Phasenverschie-
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bung )(ωϕ  im Bereich der Resonanzfrequenz leicht unter °−180  fallen, so dass 

bei kleinen Werten des Dämpfungsmaßes D2 mit Grenzzyklen zu rechnen ist. 

Diese Schlussfolgerungen entsprechen den Ergebnissen des vorhergehenden 

Abschnitts. Die Einflüsse der Trägheitsmomente auf die Existenz von Grenzzyk-

len sind mit der Vorgehensweise des vorigen Abschnitts leichter abzuschätzen; 

deshalb soll auf diese Abschätzung hier verzichtet werden. Obige Überlegun-

gen zeigen wiederum die große Bedeutung der zweiten Eigenbewegung des 

Lenksystems für die Existenz eines Grenzzyklus, die schon in den Abschnit-

ten 3.1 und 3.2 deutlich wurde. 

Auf zwei Unterschiede zu den Ergebnissen des vorigen Abschnitts sei hinge-

wiesen: 

• Der Einfluss des Verstärkungsfaktors KP auf die Existenz von Grenzzyklen 

kann nur mit der harmonischen Balance erfasst werden. Durch die Annah-

me, dass die Stellgröße zwischen den begrenzten Werten umgeschaltet 

wird, geht der Einfluss von KP in der Berechnung von Abschnitt 3.3 verloren. 

• Auf Grund der Eigenschaften der Ortskurve von G(jω) findet man mit der 

harmonischen Balance höchstens einen stabilen und einen instabilen 

Grenzzyklus. Wenn das Dämpfungsmaß D2 sehr klein ist, können jedoch 

mehrere stabile und instabile Grenzzyklen existieren. Mit der Methode von 

Abschnitt 3.3 können alle Grenzzyklen gefunden und ihre Periodendauern 

berechnet werden, mit der harmonischen Balance jedoch nicht. 

 

4 Vermeidung der Grenzzyklen 

Es gibt zwei grundsätzliche Möglichkeiten, um durch Stellgrößenbegrenzungen 

verursachte Grenzzyklen in Regelkreisen zu vermeiden: Man kann versuchen, 

die Regelung so auszulegen, dass keine Grenzzyklen auftreten [16], oder man 

kann die Regelung um Komponenten erweitern, die speziell die Stellgrößenbe-

grenzung berücksichtigen und nur bei einer tatsächlichen Begrenzung der 

Stellgröße wirken. 

Die Untersuchungen des vorhergehenden Abschnitts zeigen, dass bei dem 

Lenksystem die erste Möglichkeit grundsätzlich besteht; insbesondere können 

die Reglervorhaltezeitkonstante TD und der Gewichtungsfaktor ks für die Ablei-

tung des Sollwerts so gewählt werden, dass keine Grenzzyklen existieren. Wie 

in Abschnitt 2.1 erläutert, müssen jedoch sämtliche Reglerparameter so festge-

legt werden, dass im Normalbetrieb die Anforderungen an das Regelverhalten 

erfüllt werden. Änderungen der für den Normalbetrieb festgelegten Werte sind 
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höchstens in geringem Maß zulässig, da sonst das Regel- und das Fahrverhal-

ten spürbar beeinträchtigt werden. Damit kommt diese Möglichkeit hier nicht in 

Betracht. Die Verwendung dynamischer Kompensationsglieder im Regelkreis, 

um Grenzzyklen zu vermeiden [14], erscheint aus demselben Grund problema-

tisch. 

Die zweite Möglichkeit zur Vermeidung von Grenzzyklen beeinträchtigt das 

Verhalten des Lenksystems im Normalbetrieb nicht. Allerdings kommt diese 

Maßnahme in der Regel in Kombination mit dynamischen Reglern zur Anwen-

dung, vgl. [4]-[8], weshalb sie auch als Antiwindup-Maßnahme bezeichnet wird. 

Wie in Abschnitt 2.1 erwähnt, wird für das Lenksystem als Regler eine statische 

Ausgangsrückführung ohne dynamische Anteile verwendet. Die bekannten An-

tiwindup-Maßnahmen müssen deshalb auf den Fall statischer Regler übertra-

gen werden. 

Diese Übertragung wird im Folgenden beschrieben. Das Ergebnis ist die in [9] 

vorgeschlagene Maßnahme zur Vermeidung von Grenzzyklen, deren Wirksam-

keit anhand eines Simulationsergebnisses gezeigt wird. Anschließend wird ihre 

Wirkungsweise mit Hilfe der harmonischen Balance analysiert. Die dabei ge-

wonnene Erkenntnis führt zu einer Weiterentwicklung des Vorschlags aus [9]. 

 

4.1 Maßnahme zur Vermeidung der Grenzzyklen 

Wie erwähnt, wird als Motorlageregler ein PD-Regler verwendet, vgl. Bilder 3 

und 4; Gl. (3) beschreibt das Regelgesetz. Bild 14a zeigt ein ausführliches 

Blockschaltbild des Reglers. Um bekannte Antiwindup-Maßnahmen anwenden 

zu können, die für den Fall dynamischer Rückführungen konzipiert sind, wird 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
Bild 14: a) PD-Motorlageregler, b) Äquivalenter PI-Regler 
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der PD-Lageregler als PI-Geschwindigkeitsregler betrachtet; das entsprechen-

de Blockschaltbild zeigt Bild 14b. 

Dieser PI-Regler kann erweitert werden, so dass ein Windup des I-Anteils bei 

Begrenzung der Stellgröße und dadurch verursachte Grenzzyklen vermieden 

werden. In [6] ist der Entwurf von Antiwindup-Erweiterungen sowohl für einfa-

che Regler mit I-Anteil als auch für allgemeine dynamische Regler ausführlich 

dargestellt. Im hier vorliegenden Fall eines PI-Reglers ist die Bild 15a gezeigte 

Reglerstruktur zu verwenden. Die unbegrenzte Stellgröße des erweiterten Reg-

lers wird mit ue bezeichnet. 

Der Regler wird zunächst um ein Modell der Stellgrößenbegrenzung erweitert, 

das die begrenzte Stellgröße u bestimmt. Die Differenz ∆u = u – ue zwischen der 

begrenzten und unbegrenzten Stellgröße wird mit dem Verstärkungsfaktor 1/TF 

gewichtet und zum Eingang des Integrierers zurückgeführt. Wenn die Stellgrö-

ße nicht begrenzt wird, ist die Differenz ∆u = 0, und ihre Rückführung beeinflusst 

die Integration nicht. Ist jedoch die Stellgrößenbegrenzung wirksam, passt die 

Rückführung von ∆u den Zustand x des Integrierers an die begrenzte Stellgrö-

ße u an. Der Zustand x schwingt dadurch im Fall einer konstanten Regelabwei-

chung auf einen begrenzten Wert ein und nimmt nicht beliebig große Werte an, 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Bild 15: a) PI-Regler mit Antiwindup-Erweiterung 
 b) Äquivalenter PD-Regler mit Antiwindup-Erweiterung (unvollständig) 
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wie es ohne die Rückführung von ∆u der Fall wäre. Die Dynamik dieses Ein-

schwingens ist durch die Folgezeitkonstante TF bestimmt. 

Die Antiwindup-Erweiterung muss an den real verwendeten PD-Regler ange-

passt werden. Der PD-Regler wird hierfür um einen Integrierer erweitert, über 

den die Differenz ∆u rückgeführt wird, wie in Bild 15b dargestellt. Obwohl beim 

PD-Regler kein Regler-Windup möglich ist, wird diese Maßnahme aus Konsis-

tenzgründen trotzdem Antiwindup-Erweiterung genannt. 

Mit dem Zustand  x des Integrierers lautet das Regelgesetz nun 

 xkTKxuu ssDsPide +−+−⋅=+= )]([ 2222 δδδδ && ,    (56) 

wobei 

 )(/1 eF uuTx −⋅=&         (57) 

ist. Aus Gl. (57) erkennt man, dass bei dieser Regelungsstruktur im stationären 

Zustand die unbegrenzte Stellgröße ue gleich groß ist wie die begrenzte Stell-

größe u bzw. exakt auf den begrenzten Wert u einschwingt. Die Dynamik des 

Einschwingens wird nach wie vor von der Folgezeitkonstante TF bestimmt. 

Die Rückführung der Differenz ∆u nach Bild 15b führt zu einem konstanten Zu-

stand x des Integrierers und damit zu einem Offset des Motorwinkels, nachdem 

die Stellgrößenbegrenzung wirksam, d.h. ∆u ≠ 0 war. Dadurch steht beim Lenk-

system das Lenkrad nicht in Mittelstellung, wenn das Fahrzeug geradeaus fährt; 

dies ist selbstverständlich nicht akzeptabel. Der Zustand des Integrierers x 

muss deshalb auf den Wert Null zurückgesetzt werden, wenn die Stellgrößen-

begrenzung nicht wirksam ist. Aus Gründen der Einfachheit erfolgt das Rück-

setzen mit PT1-Verhalten. Der Ausgang des Integrierers wird hierfür mit dem 

Verstärkungsfaktor -1/TR zum Eingang rückgeführt; TR ist die Rücksetzzeitkon-

stante. 

Bild 16 zeigt die Antiwindup-Erweiterung mit dem Rücksetzen des Integrierers. 

Dieses Blockschaltbild beschreibt die vollständige Antiwindup-Erweiterung des 

PD-Reglers. Für den Zustand des Integrierers gilt nun 
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Das Umschalten des Integrierereingangs lässt sich bei einer digitalen Realisie-

rung des Reglers, auf die in diesem Bericht nicht weiter eingegangen wird, 

leicht darstellen. 
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Bild 17 zeigt die Simulation eines Einschwingvorgangs des Lenksystems nach 

Abschnitt 2.4 mit der Antiwindup-Erweiterung nach Bild 16. Als Antiwindup-

Parameter werden die Werte TF = 0,025 s und TR = 0,5 s verwendet6. Mit den An-

fangsbedingungen in Bild 17 würde sich ohne die Antiwindup-Erweiterung der in 

Bild 7 dargestellte Grenzzyklus einstellen. 

                                            
6  Aus numerischen Gründen wird das Umschalten des Integrierereingangs nach Gl. (58) zeit-

diskret mit einer Abtastzeit von 4 ms realisiert. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Bild 16: PD-Motorlageregler mit vollständiger Antiwindup-Erweiterung 
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Bild 17: Einschwingvorgang des Lenksystems mit der Antiwindup-
Erweiterung 
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Zu Beginn des Einschwingvorgangs ist die Stellgrößenbegrenzung wirksam. In 

Folge der Antiwindup-Erweiterung unterschreitet die Stellgröße aber bald den 

Wert umax. Danach wird die Stellgröße nicht mehr begrenzt, sie nimmt rasch 

kleine Werte an. In der Folge schwingen der Lenkrad- und Motorwinkel δ1 bzw. 

δ2 auf den stationären Endwert Null ein mit der durch die Rücksetzzeitkonstan-

ten TR bestimmten Dynamik. Eine kleinere Rücksetzzeitkonstante würde ein 

schnelleres Einschwingen ergeben, jedoch würde dann die Stellgröße am An-

fang mehrfach zwischen den Werten ±umax wechseln und das Einschwingen 

unruhiger verlaufen. 

Das Simulationsergebnis von Bild 17 zeigt die Wirksamkeit der Antiwindup-

Maßnahme nach [9] bzw. Bild 16. 

 

4.2 Untersuchung der Antiwindup-Erweiterung 

Die harmonische Balance gibt trotz ihres Näherungscharakters die Bedingun-

gen für die Existenz von Grenzzyklen qualitativ richtig wieder. Deshalb wird die-

se Methode verwendet, um die Wirkungsweise der Antiwindup-Erweiterung ge-

nauer zu untersuchen. Entscheidend für die Vermeidung von Grenzzyklen ist 

die integrierende Rückführung der Differenz ∆u zwischen der begrenzten und 

unbegrenzten Stellgröße nach Bild 15b. Das Rücksetzen des Integrierers, vgl. 

Bild 16, spielt hierfür keine Rolle und wird im Folgenden nicht berücksichtigt.  

Wenn das Modell der Stellgrößenbegrenzung, um das der Regler erweitert wird, 

mit der tatsächlichen Stellgrößenbegrenzung übereinstimmt, kann der Regel-

kreis mit Antiwindup-Erweiterung in Form eines linearen Standardregelkreises 

dargestellt werden, wie in Bild 18 gezeigt. Die Übertragungsfunktion G(s) ist 

durch die Gln. (14) bzw. (30) bestimmt und beschreibt das in Bild 6 wiederge-

gebene lineare Teilsystem. Die Antiwindup-Erweiterung führt zu einem erweiter-

ten linearen Teil-

system, das aus 

dem Übertra-

gungsglied mit 

der Übertra-

gungsfunktion 

G(s) und dem pa-

rallel geschalte-

ten Integrierer 

besteht. Es wird durch die Übertragungsfunktion 

 

 

 

 

 
 
 
Bild 18: Nichtlinearer Standardregelkreis mit Antiwindup-
Erweiterung 
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beschrieben. 

Durch die Antiwindup-Erweiterung wird die Übertragungsfunktion G(s) also 
zweifach verändert: G(s) wird mit dem Faktor )1( sTsT FF +  multipliziert. Dieser 

Faktor beschreibt ein DT1-Verhalten und bewirkt eine Anhebung der Phasen-

verschiebung; unterhalb seiner Eckfrequenz ωE = 1/TF hebt er die Phasenver-
schiebung um ca. 90° an. Zudem wird die Übertragungsfunktion )1(1 sTF+  sub-

trahiert, die ein PT1-Verhalten beschreibt.  

Bild 19 zeigt das Bodediagramm der erweiterten Übertragungsfunktion Ge(s) im 

Vergleich zur ursprünglichen Übertragungsfunktion G(s) für das Lenksystem 

nach Abschnitt 2.4 sowie der Folgezeitkonstanten TF = 0,025 s bzw. der Eckfre-

quenz ωE = 40 rad/s. Man erkennt, dass der Phasengang von Ge(s) vollständig 

oberhalb von –180° verläuft. Nach den Überlegungen von Abschnitt 3.5 schnei-

det die Ortskurve von Ge(s) die reelle Achse damit nicht, und es sollten keine 

Grenzzyklen existieren.  

Es zeigt sich, dass für die Vermeidung der Grenzzyklen hauptsächlich die Pha-

senanhebung verantwortlich ist, die durch die Multiplikation von G(s) mit dem 
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Bild 19: Bodediagramme des linearen Teilsystems mit und ohne Anti-
windup-Erweiterung 
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Faktor )1( sTsT FF +  zustande kommt. Die Subtraktion von )1(1 sTF+  ist dem-

gegenüber unerheblich; sie bewirkt eine leichte Phasenabsenkung im Bereich 

der Eckfrequenz und ist für die Abweichung der Amplitudengänge von Ge(s) und 

G(s) bei hohen Frequenzen verantwortlich. 

Mit dieser Untersuchung ist die Wirkungsweise der Antiwindup-Erweiterung mit 

Hilfe der harmonischen Balance gezeigt. Aus der Analyse kann folgende Regel 

zur Festlegung der Folgezeitkonstanten TF abgeleitet werden: TF ist so zu wäh-

len, dass die Eckfrequenz  ωE = 1/TF oberhalb des Frequenzbereichs liegt, in 

dem die Phasenverschiebung von G(s) ϕ(ω) = ∠ G(jω) < -180° ist. 

 

4.3 Weiterentwicklung der Antiwindup-Erweiterung 

Auf Basis obiger Ergebnisse kann die Antiwindup-Maßnahme nach [9] weiter-

entwickelt werden. Die Erweiterung nach Bild 18 wird verallgemeinert, indem 

der Integrierer, der dem linearen Teilsystem mit der Übertragungsfunktion G(s) 

parallel geschaltet ist, durch ein lineares Übertragungsglied mit der allgemeinen 

Übertragungsfunktion Gp(s) ersetzt wird. Die Übertragungsfunktion des linearen 

Teilsystems mit der Erweiterung lautet dann 
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Wie oben erläutert, besteht die Hauptwirkung der Erweiterung darin, dass die 

Phasenverschiebung von G(s) durch Multiplikation mit dem Faktor 
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angehoben wird. Mit der Phasenverschiebung )()( ωωϕ jG pp ∠=  des parallel-

geschalteten Übertragungsglieds ist die Phasenverschiebung des multiplikati-

ven Faktors 
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Damit 0)( >ωϕan  ist, muss 0)( <ωϕ p  sein. Es ist günstig, wenn 

0)(90 <<°− ωϕ p  ist, da dann der Nenner in Gl. (61) sicher positiv ist. Damit bie-

tet sich als Alternative zum Integrierer ein PT1-Glied mit der Übertragungsfunk-

tion Gp(s) = κp/(1+Tps) als parallel geschaltetes Übertragungsglied an. Der mul-

tiplikative Faktor ist dann 
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Diese Übertragungsfunktion beschreibt ein PDT1-Verhalten mit den Eckfre-

quenzen ωE1 = 1/Tp und ωE2 = (1+κp)/Tp = (1+κp) ωE1 und der Phasenverschiebung 
°≤≤ 90)(0 ωϕan . 

Mit dem parallel geschalteten PT1-Glied ist die Übertragungsfunktion, die in 

Gl. (60) subtrahiert wird 
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Sie beschreibt ein PT1-Verhalten mit der Eckfrequenz ωE2. 

Für das Lenksystem nach Abschnitt 2.4 wird wie zuvor die obere Eckfrequenz 

ωE2 = 40 rad/s gewählt. Sie liegt oberhalb des Bereichs, in dem die Phasenver-

schiebung ϕ(ω) = ∠ G(jω) < -180° ist, vgl. Bild 12. Die untere Eckfrequenz sei um 

einen Faktor zehn niedriger ωE1 = 4 rad/s. Damit ergeben sich die Parameter des 

PT1-Glieds zu κp = 9 und Tp = 0,25 s. Mit diesen Eckfrequenzen liegt die maxi-
male Phasenanhebung bei der Frequenz rad/s7,1221 == EE ωωω , d.h. in der 

Nähe des Minimums der Phasenverschiebung ϕ(ω); dies ist für die Vermeidung 

von Grenzzyklen günstig. 

Die Eckfrequenz des zu subtrahierenden Anteils nach Gl. (64) ist ebenfalls 

ωE2 = 40 rad/s. Der Anteil bewirkt eine leichte Absenkung der Phasenverschie-
bung )(ωϕe  im Bereich der Eckfrequenz ωE2 und beeinträchtigt die Wirkung der 

Antiwindup-Erweiterung nur unwesentlich. 

Bild 20 zeigt das Bodediagramm der erweiterten Übertragungsfunktion Ge(s) mit 

dem parallel geschalteten PT1-Glied im Vergleich zur ursprünglichen Übertra-

gungsfunktion G(s) des linearen Teilsystems. Der Phasengang von Ge(s) verläuft 

wie gewünscht vollständig oberhalb von –180°. 

In Bild 21 ist ein Einschwingvorgang des Lenksystems mit dem parallel geschal-

teten PT1-Glied als Antiwindup-Erweiterung gezeigt. Die Anfangsbedingungen 

sind gleich gewählt wie beim Einschwingverhalten mit der ursprünglichen Erwei-

terung, vgl. Bild 17. Es tritt kein Grenzzyklus auf. 

Ein Vergleich der Bilder 17 und 21 zeigt, dass mit beiden Varianten der Anti-

windup-Erweiterung vergleichbare Ergebnisse erzielt werden. Bei der Erweite-

rung mit dem PT1-Glied verläuft die Stellgröße etwas unruhiger, die Winkel er-

reichen etwas schneller ihren stationären Endwert. Diese Unterschiede sind 

hauptsächlich auf die gewählten Werte der Antiwindup-Parameter zurückzufüh-

ren. 
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Bild 20: Bodediagramme des linearen Teilsystems mit parallel geschal-
tetem PT1-Glied zur Antiwindup-Erweiterung und ohne Erweiterung 
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Bild 21: Einschwingvorgang des Lenksystems mit dem parallel geschal-
teten PT1-Glied als Antiwindup-Erweiterung  
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Auf Grund obiger Ergebnisse können die beiden Varianten der Antiwindup-

Erweiterung als gleichwertig angesehen werden. Ein Vorteil der Erweiterung mit 

PT1-Glied besteht darin, dass das PT1-Glied nicht zurückgesetzt werden muss, 

nachdem die Stellgrößenbegrenzung wirksam war. Das in Bild 16 gezeigte Um-

schalten entfällt dadurch. 

In [7] wird vorgeschlagen, das lineare Teilsys-

tem so auszulegen, dass die Ortskurve seines 

Frequenzgangs Ge(jω) außerhalb des in 

Bild 22 schraffierten Bereichs verläuft. Für 
große Beträge 1)( >>ωjGe  ergibt sich daraus 

für die Phasenverschiebung )(ωϕe  des linea-

ren Teilsystems die Forderung, dass 
°−<<° 140)(140 ωϕe sein soll. Diese Forde-

rung ist mit einem parallel geschalteten PT1-

Glied nicht zu erfüllen, da dann 
°−=

→
180lim

0
eϕ

ω
 ist. Soll die Antiwindup-Erweiterung nach dem Vorschlag in [7] 

ausgelegt werden, muss die ursprüngliche Variante mit parallel geschaltetem 
Integrierer verwendet werden, bei der °−=

→
90lim

0
eϕ

ω
 ist. Bild 19 zeigt, dass mit 

dieser Antiwindup-Erweiterung obige Forderung an die Phasenverschiebung 
)(ωϕe  erfüllt wird, und man kann überprüfen, dass die Ortskurve von Ge(jω) au-

ßerhalb des schraffierten Bereichs in Bild 22 verläuft. 

Eine weitere Verbesserungsmöglichkeit der Antwindup-Erweiterung wäre, das 

Modell der Stellgrößenbegrenzung an die tatsächliche Begrenzung anzupas-

sen. Bei dem Lenksystem wird die Stellgrößenbegrenzung dadurch verursa-

chet, dass für den Betrieb des Stellmotors nur die begrenzte Bordspannung zur 

Verfügung steht. Die sich daraus ergebende Strom- bzw. Drehmomentbegren-

zung, von der in diesem Bericht ausgegangen wird, hängt damit von der Motor-

drehzahl ab. Man könnte das in Abhängigkeit der Motordrehzahl maximal mög-

lich Motordrehmoment ermitteln und den jeweils aktuellen Wert in der Antiwin-

dup-Erweiterung verwenden. In der experimentellen Untersuchung erwies sich 

jedoch die Verwendung eines konstanten, typischen Werts für das maximale 

Motormoment als ausreichend. 
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Bild 22: Sperrbereich für 
komplexe Ortskurve nach [7] 
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5 Zusammenfassung 

Nach der Modellierung des Lenksystems wird in Abschnitt 3 durch eine qualita-

tive Untersuchung die physikalische Ursache des Grenzzyklus bei losgelasse-

nem Lenkrad ermittelt. Sie besteht in der Bewegung des Abtriebswinkels des 

Überlagerungsgetriebes, die zusammen mit der Stellgrößenbegrenzung in jeder 

Halbperiode des Grenzzyklus zu einer Energiezufuhr durch den Stellmotor 

führt. Anschließend wird die Periodendauer des Grenzzyklus mit guter Genau-

igkeit bestimmt. Numerisch kann zuverlässig untersucht werden, ob Grenzzyk-

len existieren. Auf Basis der Periodendauerberechnung werden allgemeine 

Aussagen über die Wahrscheinlichkeit der Existenz von Grenzzyklen in Abhän-

gigkeit der Systemparameter hergeleitet. Ergänzend wird das Auftreten von 

Grenzzyklen mit der harmonischen Balance untersucht. Die harmonische Ba-

lance ergibt qualitativ gleichwertige, jedoch ungenauere Ergebnisse. 

In Abschnitt 4 wird die in [9] vorgeschlagene Antiwindup-Maßnahme zur Ver-

meidung von Grenzzyklen vorgestellt, motiviert, und ihre Wirksamkeit durch 

eine Simulation gezeigt. Ihre Wirkungsweise wird mit der harmonischen Balan-

ce analysiert. Auf Basis des damit gewonnenen Ergebnisses wird die Antiwin-

dup- Maßnahme weiterentwickelt. Die Vor- und Nachteile der ursprünglichen 

und weiterentwickelten Maßnahme werden diskutiert. 

Damit ist das Zustandekommen der Grenzzyklen in dem betrachteten Lenksys-

tem und ihre Vermeidung mit Hilfe der Antiwindup-Erweiterung des Motorlage-

reglers ausführlich untersucht. 
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